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摘要: 探 完了 Smarandache 双 阶乘 对 偶 数 Sw (由 与 Mangoldt 函数 A( 品 构成 的 级 数 》 个 (站 《由 的 收 仇 性 ， 
=1 隐 
利用 初等 方法 讨论 了 该 级 数 与 Riemann Zeta- 函 数 之 间 的 关系 ,得 到 了 一 个 有 趣 的 恒等式 . 
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1 引言 及 结论 


对 任意 给 定 的 正 整 数 "， 著 名 的 Smarandache 本 数 S( m) 定义 为 最 小 的 正 整数 ”使 得 ”整除 z!. 即 
S(m) = minfm:m eN 和 | ll. 
关于 S(m) 的 性 质 , 徐 哲 峰 等 人 已 在 文献 〖 ~ 3 中 进行 了 研究 . 2007 年 ， 苟 素 首先 在 文献 区 中 给 出 了 
Smarandache 双 阶 乘 对 偶 本 数 $” (站 的 定义 . 即 当 正 整数 ”为 偶数 时 ,$” (m) 为 最 大 的 正 整数 2m，, 使 得 
(2mj 1 整除 m” 当 正 整数 ”为 奇数 时 ,S$” (z) 为 最 大 的 正 整数 2m - 1, 使 得 (2m - 1) ! 整 除 " 也 就 是 
Se( 则 = 人 nm ee ,7 为 偶数 ; 
maxf2m -1:(2m -1)1! | my7 E ,} 为 奇数 ， 

其 中 (2 由 1 =2x4x6…x(2m,( 2 -1! =1x3x5…x(2m -1). 由 定义 可 得 $ (1) =1),9$ (2) = 
2,3$“(3) =3,3$ (4) = 2,$“(5) = 1,3$ (6) = 2,S$“ (7) = 1… 关于 Smarandache 双 阶 乘 对 偶 本 数 
S“(m) 的 性 质 已 有 学 者 进行 了 初步 的 研究 .其 中 文献 团 利用 sin"x 的 定 积 分 与 由 ! 的 关系 研究 了 
S” (站 的 一 次 均值 ;文献 团 利用 In(z41) 的 渐 近 性 质 研 究 了 $ (站 的 二 次 均值 , 得 到 了 > (S$ (站 ) 


的 渐 近 公式 . 文献 团 探 咒 了 方程 S*(m = m(S*( 癌 ) 2 = 及 5 (人 = e( 放 (e(m 为 Euler 本 数 ) 
的 可 解 性 ,并 用 初等 方法 给 出 了 方程 的 所 有 正 整数 解 
本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 Smarandache 双 阶 乘 对 偶 本 数 S*(m) 与 Mangoldt 画 数 A(n) 构 


成 的 级 数 所 本 3 的 收敛 性 , 探 了 该 级 数 与 Riemann Zeta_ 画 数 之 间 的 关系 , 得 到 了 一 个 重要 的 
恒等式 ,也 就 是 证 明了 如 下 定理 . 
定理 对 任意 的 复数 。， 当 Re ，> 1 时 , 级 数 > 人 马 收敛, 且 有 恒等式 


& A(mS (7m) Zi(s) ln2 2 1 2ln3 区 和 
疙 (5) 二 [卫生 汉 | 到 [sa 
其 中 5 5) 表示 Riemann Zeta- 函数 ， CC 5) 表示 C&( 5) 对 复数 的 导数 . 


推论 1 “对 任意 的 复数 *, 当 Res > 1 时， 必 有 


oo 


iml( (* =- 了 AS) - 1. 


如 =1 


当 S 二 2,4, 我 们 有 恒等式 : 
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推论 2 了 人 ( 2 (了 7) 到 ln7 + 31n2 ln3 


8 4 
学 A(7)S” (nm 90 Inn ,43ln2 ，ln3 
| 14 4 后 由 040 40 


2 5 引 理 


为 了 完成 定理 的 证 明 , 我 们 需要 下 列 引 理 . 
引 理 1 “对 任意 的 素数 z 及 任意 的 正 整数 c， 我 们 有 恒等式 : 


> ok a 2， 二 1 ,2; 
(1) 当 = 2 时 ,S* (9 = 位 
4):a 三 3. 


7 ra 3;P = 3 

(3) 当 p>3 时 ,So = 人 3 

证 明 : (1) 由 S$”(m) 的 定义 知 , 当 a = 12 时 , 必 有 SS (2") =2 当 aw>>3) 因 为 2 =2 x2"” = (4)11x 
2“, 设 S8”“(2") =2mm es ,由 $ (nm) 的 最 大 值 性 可 知 $ (2“") = 2m =4. 假 设 S%$ (2“") =2m > 4， 
则 由 定义 知 $ (2") = 272 三 6; 所 以 (2 上 =2x4x6x…x(2m) 必 有 因子 3, 即 3|(2m)11, 又 (2 1 2"， 
故 3 |2“, 此 与 (3,2“*) = ! 矛盾 . 因此 , 当 w =3 时 ,3S$“(2") = 2m = 4. 

(2) 当 w 三 1 时 , 设 S (3") =2 -1 ,因为 3"=(3)1! x3 汪 ,由 5S (7m) 的 最 大 值 性 可 
知 S (3") = 六 -1>=3. 假设 S$ (3") > 3， 则 奇数 交 -1 = 3$ (3") 三 5 所 以 (次 -HI =1x3x5…x 
(2 -1) 必 有 因子 5, 即 5| (2 - 1) 1 由 定义 知 ( 22 -1)1 13", 故 513", 此 与 (5,3") = 1 矛盾. 因此 ， 
当 w =1 时 ,$“(3") = 3. 同 理 可 证 , 当 w = lp >3 时 ,$(p) = 1. 即 引 理 1 得 证 

引 理 28 对 任意 的 复数 *, 当 Res > 1 We 我 们 有 恒等式 : 


到 lnp 
和 
其 中 , > ， 表 示 对 所 有 的 素数 > 求 和 ， 
我 们 不 难 发 现 :S (2+3) 关 S (2) +S (3) ;8 (2x3) 关 S (2S (3). 因 此 $ (mn) 不 可 加 
也 不 可 乘 . 即 当 正 整 数 m”,” 互 素 时 ，$ 0 = 3S (m) +S (站 3 (mn =S (mS (由 不 一 


oo 


定 成 立 ， 所 以 我 们 不 能 使 用 常用 的 Euler 求 和 法 探 究 之 As 人 与 Riemann Zeta- 函 数 之 间 的 关系 . 


3 ”定理 的 证 明 


由 Mangoldt 函 数 A(”) 的 定义 知 ,对 于 任意 的 正 整 数 ”， 
( 人 = D"a > 1)p 为 素数 ; 
0， 其 他 . 


对 任意 的 复数 ,, 当 Re > 1 时 , 由 3 (可 << In 7 可知 级 数 六 信号 ( 收 敏 
根据 引 理 1 我 们 可 得 


a=1l 2 a=1 3 al p>3 DY 
( 庆 + 云 )m2 + 工 刀 ， 2 宁 2 = 
21n2 1 、 4ln2 1 \ 上 ， 31n3 必 坏 ， ln 1 
(1 + + 于 (= - + 一 (= 】 | 三 
训 1 1 下 2 1 
之 订 (0 | 2 (0 二 几 | ”到 (0 | 
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结合 引 理 2 可 得 
了 
即 定理 得 证 


下 面 我 们 证 明 推 论 . 首先 , 证明 推论 1. 
由 文献 日 知 , 当 复 数 :* 关 ps 关 -1 及 和 -2n(7 = 1;2,…) 时 ， 
中 - -一 -1 + 183m+ 局 
其 中 右边 的 两 个 级 数 分别 在 任 一 不 包含 5(s) 的 非 显然 雳 点 p 和 显然 雾 点 - 2x(m = 1,2,…) 的 有 限 闭 域 
上 一 致 收敛 . 
所 以 


人 
>， 
忆 
和 
人 
十 
MD 
局 
MD 


im{ (s -1 人 二] = -1 


S 一 1 


由 定理 可 得 : 对 任意 的 复数 *, 当 Res > 1 时， 
im 人 (s -1) > AS -ea =-limlls -了 ]) 和 (3) 】 = 1. 


8 
5 一 ”| 


即 推论 1 得 证 
最 后 证 明 推 论 2. 当 * = 2,4 时 ,由 文献 〖o] 知 : 


三 _ 要 本 ln7m lnn 
人 
所 以 


nm) 6AIn 3n2 ln3 六 A(mS(m 90<A ln 43ln2 ln3 
二 人 加 下 馈 册 640 410 
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即 推论 ? 
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Abstract: The convergent property of series > 


即 =1 几 


A( 站 Sm) 
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js _ studied， which combines with the 


Smarandache double factorial dual function S” ( m”) and Mangoldt function A( m”) . The relationship between 
the series and the Riemann Zeta-function is discussed，an interesting identity is obtained by using 
elementary methods. 


开 ey words: Smarandache double factorial dual function; Riemann Zeta-unction; seriesj identity 


